
18.3. Ряды Фурье.


18.3.1. Тригонометрическая система функций и её ортогональность на отрезке [image: image1.wmf][

]
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Определение. Тригонометрической системой функций называется следующая бесконечная система функций: [image: image2.wmf]....
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Определение. Непрерывные на отрезке [image: image3.wmf][

]
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Другими словами, мы вводим понятие скалярного произведения функций на множестве функций, непрерывных на отрезке [image: image7.wmf][
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Утверждение. Тригонометрическая система функций ортогональна на отрезке [image: image13.wmf][

]
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Для дальнейшего нам понадобятся скалярные квадраты элементов тригонометрической системы функций:
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18.3.2. Тригонометрические ряды (ряды Фурье) периодической функции периода [image: image27.wmf]p
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Тригонометрическим рядом называется ряд вида 
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Условия сходимости этого ряда мы сформулируем дальше, сейчас предположим, что этот ряд сходится в любой точке, и что его сумма равна [image: image30.wmf])
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Умножая равенство [image: image45.wmf](
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Таким образом, если периодическая функция периода [image: image51.wmf]p
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 является суммой тригонометрического ряда, то коэффициенты этого ряда выражаются через функцию полученными формулами.


18.3.3. Условия Дирихле. Теорема Дирихле. Поставим обратный вопрос. Предположим, что для функции [image: image52.wmf])
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Условия 1-2 принято называть условиями Дирихле.


18.3.4. Примеры разложения функций в ряд Фурье.
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На рисунке слева изображён процесс приближения частичных сумм ряда к [image: image76.wmf])
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Ниже приведены графики функции и частичных сумм с небольшим количеством слагаемых (левый рисунок - [image: image101.wmf]3
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18.3.6. Разложение функций, заданных на полупериоде, в неполный ряд Фурье. Выше мы разлагали в ряд Фурье периодические функции; при этом для вычисления коэффициентов мы использовали значения функции на отрезке [image: image125.wmf][

]

p

p

-

,

. Можно считать, что [image: image126.wmf])

(

x

f

 задана только на этом отрезке, тогда, если [image: image127.wmf])

(

x

f

 удовлетворяет условиям Дирихле, то её ряд Фурье вне этого отрезка сходится к функции, получающейся из [image: image128.wmf])

(

x

f

 периодическим повторением вдоль оси Ох.

[image: image206.wmf]p

-

2


Теперь будем считать, что [image: image129.wmf])

(

x

f

 задана на отрезке [image: image130.wmf](

)

p

,

0

 и удовлетворяет условиям Дирихле (на рисунке изображена жирной сплошной линией). Мы можем разложить эту функцию в ряд по синусам, вычислив коэффициенты по формулам [image: image131.wmf],...

3

,

2

,

1

,

sin

)

(

2

0

=

×

p

=

ò

p

n

nxdx

x

f

b

n

 и полагая [image: image132.wmf]å

¥

=

=

1

sin

)

(

n

n

nx

b

x

f

. Такое разложение имеют нечётные функции, определённые на интервале [image: image133.wmf](

)

p

p

-

,

, поэтому в действительности мы разложили в ряд нечётную функцию, доопределённую на интервале [image: image134.wmf](

)

0

,

p

-

 соотношением [image: image135.wmf])

(

)

(

x

f

x

f

-

-

=

 (на рисунке - жирный пунктир); эту функцию называют нечётным продолжением [image: image136.wmf])

(

x

f

. Ряд [image: image137.wmf]å

¥

=

1

sin

n

n

nx

b

 сходится к этой функции во всех точках непрерывности на всём интервале [image: image138.wmf](

)

p

p

-

,

; следовательно, он сходится к [image: image139.wmf])

(

x

f

 на [image: image140.wmf](

)

p

,

0

. Вне интервала [image: image141.wmf](

)

p

p

-

,

 ряд сходится к периодической функции, получающейся переносом периода [image: image142.wmf](

)

p

p

-

,

 вдоль оси Ох (тонкие линии на рисунке).

[image: image207.wmf]p

-


Мы можем также разложить функцию [image: image143.wmf])
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Примеры. 4. Разложить функцию [image: image149.wmf])
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5. Разложить ту же функцию в ряд по косинусам.
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16.3.7. Ряд Фурье функций периода [image: image163.wmf]l
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Сам ряд Фурье после перехода к переменной х запишется так:  [image: image177.wmf]å
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Примеры. 6. Разложить в ряд Фурье функцию [image: image184.wmf]î
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Функция определена на периоде [image: image185.wmf]2
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На рисунке справа приведены графики [image: image190.wmf])
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 Графики одного полупериода функции [image: image198.wmf])
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